Inverse Tschebyscheff Tiefpassfilter

Inverse Tschebyscheff-Tiefpassfilter (Tschebyscheff Typ-2) werden dort verwendet wo eine hohe
Flankensteilheit bei maximal flachem Amplitudengang im Durchlassbereich gefordert wird. Inkauf
genommen wird aber eine gleichméssige Welligkeit im Sperrbereich. Der Schaltungsaufwand ist wegen
der Implementierung der Nullstellen der Ubertragungsfunktion deutlich grosser als bei den
herkdmmlichen Tschebyscheff-Filtern (Tschebyscheff Typ-1).

Grundlagen

Das inverse Tschebyscheft-Filter ldsst sich durch zweimalige Transformation aus dem Tschebyscheft-
Typ 1-Filter ableiten. Aus dem Amplitudengang des Typ-1 Filters der Ordnung » folgt der
Amplitudengang. Der Einfachheit wegen wird mit quadrierten Grossen gearbeitet:
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Bild 1: Quadratierter Amplitudengang
eines Tschebyscheff-Typ-1 Tiefpass,

- —\ gezeigt am Beispiel n=>5.
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Die Welligkeit im Durchlassbereich wird aus den bekannten Gleichungen bestimmt:
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A, =10 _1 > AP =10 1=|A(Q)| = (2)
o-1 l+¢
Durch Subtraktion wird eine Hochpasscharakteristik erzeugt:
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Durch Spiegelung bei 2= 1 wird die Tiefpasscharakteristik des Tschebyscheff-Typ 2 erreicht.
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=1 bezeichnet nun das Ende des Sperrbereiches also 2,

2
g

[Ars, (@) =45 ®)

o1 1+¢&°

Der Amplitudengang des Tschebyscheff Typ-2 wird daher aus (4):

(6)

Aus der Entwicklung erkennt man sofort, dass das Tschebyscheff Typ-2 Filter auf Spezifikationen des
Sperrbereiches beruht. Somit kann das Typ-2 Filter nicht direkt auf eine geforderte Ddmpfung A . bei
der Durchlassgrenzfrequenz (2. dimensioniert werden. Dies stellt aber in der Praxis keine nennenswerte
Einschriankung dar.

Mittels Untersuchung von 7' ,(£2) im Sperrbereich findet man mit Hyperbelfunktionen die Durchlass-
grenzfrequenz (2 fiir eine geforderte Ddmpfung A . bei gegebenem Welligkeitsfaktor £ und
Filterordnung n:

1 )
A
1-AZ
&

Q, =

cosh| arcosh

n

Soll eine Dimensionierung beziiglich der Durchlassgrenzfrequenz (2. erfolgen, muss die Sperrfrequenz
£, als Grundlage zur Rechnung aus der Durchlassgrenzfrequenz gebildet werden. Dies wird durch
Multiplikation mit dem Faktor k erreicht. Die zur realisierende Sperrfrequenz wird:

(8)
Qsz'QC :>fH=k.fC
A
1- A}
arcosh| +——¢
k =cosh £
n
S
01 Acas _
arcosh V107w -1 (9)
= cosh " £ A,z - Dampfung bei f. in dB als positiver Wert

Der Faktor k verschiebt die Sperrfrequenz £2, so, dass bei der Durchlassgrenzfrequenz (2. genau die
geforderte Ddmpfung A erreicht wird. Als Folge wird die Sperrddmpfung A, bei der Sperrfrequenz €2
erhoht.

Die so erhaltene Dimensionierungsperrfrequenz €2, (f,,) wird dann zur Synthese nach (11)-(15)
verwendet.
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Welligkeitsfaktor
Aus (5) kann durch Umstellung der Welligkeitsfaktor & direkt bestimmt werden:

Ai, 1 ) .. C ...
&= = A, . Welligkeit im Sperrbereich in dB als positiver Wert (10
ﬁf 1 A}z{ ’7100-1&”3 1 HdB g P p (10)

Man beachte die Welligkeit € beim Typ-2 Filter. Sie beschreibt das Verhalten im Sperrbereich und ist
daher nicht gleich wie beim Typ-1 Filter.

Lage der Pole und Nulistellen

Im Nenner von (4) erkennt man, dass praktisch kein Unterschied zum Typ-1 besteht ausser, dass die
Pole invers liegen. Die Nullstellen sind die Nullstellen des Tschebyscheffpolynoms 7 (£2). Daher gilt fiir
die Pole und Nullstellen:

-1
: Filterord
Spryp2 = —Sin(1+2k7[j-sinh lalrsinh(l +j~cos(1+2k7r -cosh larsinh 1 i TSRS (11)
” 2n n & 2n n £ k:0..n-1

S =1
N (1+2k j (12)
COS T

Durch die Inversion folgt fiir quadratische Glieder, dass die Polfrequenz £2, im Vergleich zum
Tschebyscheff Typ-1 ebenfalls invertiert erscheint, die Polgiite O, hingegen bleibt gleich.

1 i _2
QPTypZ = |SPT)’I72| = QPTypl QPTypZ = QPTypl mit: QP - 2Re(gp) (1 3)

Die Entnormierung erfolgt beziiglich der Sperrfrequenz f,, wo die Welligkeit im Sperrbereich
iiberschritten wird:

wp =27 [, Q) w, =27 f,Q, (14)

Wenn beziiglich Durchlassspezifikationen wo die die Amplitude bei der Frequenz f,. erstmals den Wert
A unterschreitet erfolgt die Entnormierung mit (8),(9):

Wp = ZﬂfCQPk w, = ZﬁfCQZk (1 5)

Die minimal notwendige Filterordnung ist hingegen bei beiden Tschebyscheff-Typen gleich. Es gilt:

Anap
10 _
arcosh arcosh Lzl
€ A,z © Sperrdampfung in dB bei f,, (als positiver Wert)
n> = A - Dampfung bei Grenzfrequenz f. in dB 16
arcosh(Q, ) arcosh(Q) b f pring q fe (16)
Q, :f—”
C
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Zusammenfassung

Gezeigt wurde die Herleitung und Berechnung der Pole/Nullstellen inverser Tschebyscheff-Tiefpésse
basierend auf der Grundlage herkommlicher Tschebyscheff-Tiefpésse. Inverse Tschebyscheff-Filter
werden dort eingesetzt, wo maximal flacher Amplitudengang mit zulédssiger Welligkeit im
Sperrbereich gefordert wird. Die Berechnung ist an sich nicht wesentlich aufwindiger als
herkodmmliche Tschebyscheff-Filter, die Implementierung aber wegen der Nullstellen der
Ubertragungsfunktion hingegen schon. Passive Filter benotigen LC-Resonanzkreise, aktive Filter
arbeiten héufig mit Briicken-T-Riickfiihrungen.

Ausblick

Die Bestimmung des -3.01dB Punktes und der erreichten Sperrdimpfung wenn beziiglich
Durchlassgrenzfrequenz dimensioniert wurde, wéren eine sinnvolle Ergidnzung des Formelsatzes.
Diese Herleitungen sind an sich unkompliziert. Zum grundséitzlichen Vorgehen mochte ich auf die
Ausfiihrungen in [KRUO1-1] verweisen.

Notation
Q,,Q,: Normierte Pol-/Nullstellenfrequenzen, d.h. f. = ZLHZ
zr
Wp, @, Entnormierte Pol-/Nullstellenfrequenzen in rad/s, o, =27f.Q,,0, =27f.Q,
g Welligkeitsfaktor
Ay Ay Déampfung bei Durchlass-/ Sperrfrequenz in absoluten Grossen
Acypr Angs © Déampfung bei Durchlass-/ Sperrfrequenz in dB (Werte immer positiv)
fosfu s Durchlass-/ Sperrgrenzfrequenzen in Hz
T.(Q): Tschebyscheff-Polynom des Grades n
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Beispiele
Beispiel 1: PN-Diagramm eines Tschebyscheff Typ-2 Filters.
Zu zeigen ist PN-Diagramm eines normierten inversen Tschebyscheff-Tiefpass der Ordnung 5 und

minimaler Sperrdimpfung von 30dB.

Losung:
Die Berechnung erfolgt direkt mit (10) und (11). Die numerische Rechnung und Grafik erfolgt mit
MathCad.

Vorgaben:

Apgg =30 n:=>5

Berechnung:
Pole,Nullstellen normierter inverser Tschebyscheff-Tiefpasse:

1

o £=0.031639
10" -1
1
Sp(k,n,s) =
1+2-k 1 1 1+2-k 1 1
—sin( hi . Tt\ - sinh| — - arsinh —\\ +i- cos( ki . n\ - cosh| — - arsinh —\\
2-n ) n e)) 2-n ) n ¢))
i
S,\k,n,¢g) = ———
ko) 142k )
cos| —— -1
2-n )
k:=0.n-1
splk,n,e) = Sylk,n,e) =
62-0.735i 1.051i
22-0.665i 1.701i
-1.078 331016 <- Nullstelle bei unendlich
2+0.665i -1.701i
62+0.735i -1.051i
PN-Diagramm Tschebyscheff-TP Typ-2, n=5
2
(0]
1 0]
X X
Im(Sp(k, n,¢))
XX
E m(Sz(k.n,e)) 0 X
[oXe)
X X
- o
O
23 -5 -1 =05 0

Re(Sp(k, n,e)),Re(Sz(k, n,e))
Re
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Beispiel 2: Inverser Tschebyscheff Tiefpass 4. Ordnung.

Man dimensioniere einen inversen Tschebyscheff-Tiefpass 4. Ordnung als aktives Filter mit den
Anforderungen A =1dB, f,=1kHz, A =1dB, A,=40dB. Die Schaltung ist als Kaskade zweier
quadratischer Glieder mit der Schaltung nach Boctor zu realisieren. Die wiahlbaren Komponenten sind
mit 10kQ resp. 1nF einzusetzen. Weitere Kondensatoren sind aus der E6-Reihe zu wéhlen.

Losung
Zuerst werden die normierten Pol-/ Nullstellenfrequenzen fiir n=4 und A,=40dB gemaiss (11)-(13)
berechnet:

Vorgaben:
fC = 1kHz AOdB =0 AHdB =40 n:=4 ACdB =2
R = 10kQ C:=1nF (wahlbare Elementwerte)

Berechnung Polfrequenzen,Nullfrequenzen und Polgiiten:

1

0.1-A ¢ =0.010001
’10 HAB _

k:=0.n-1 Indizes fir Pole

€=

= 1

Sp =
P
k 7sin( L+ 2k \-sinh(lAarsinh(l)) + i<cos(—1 ki 2.k<rc\-cosh(l-arsinh(l\\

T
2:n ) n € 2:n ] n g)}
1.082i ~0.171- 0.4761
Szk ST 12k \ 2.613i —0.505— 0.241i
cos R Sz= 2613 Sp= . .
20 ) 613i 0.505+ 0.241i
-1.082i) —0.171+ 0.476i)
i:=0.. n-1 Index der quadratischen Teilfilter
2
Qp = |SP1| Q- 0.506
0.559)
Qz = |Sz_| 1.082)
i i QZ =
2.613)
Bl
P.
Qp = i (1.478\
i 2RelS Qp=
' ( P,) 0.554)

Wir wihlen C, und R, als frei wéihlbare Elemente und ordnen die Vorgabewerte zu. Da eine
Sperrforderung beziiglich der Durchlassgrenzfrequenz vorliegt, werden mit Hilfe des Faktors k nach
(9) die entnormierten Dimensionierungssperrfrequenzen o, und —Nullstellenfrequenzen @, bestimmt.
Mit den Polgiiten Q, bilden sie die Grundlage fiir die Berechnung der Elementwerte der aktiven
Boctor-Teilfilter. Die minimal zulédssigen Kondensatoren C, werden nach [KRU02-1]:
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Boctor-Tiefpass-Stufen berechnen:

Wahlbare Werte zuordnen:
CS =C R7 =R
1

10 " Aeas N

1-10
arcosh
€

0.1 Acqp | ‘
k := cosh )
)

k = 2.13499x 10°

Entnormierte Pol-/Nullstellenkreisfrequenzen bestimmen

(27 Fe Ok e (2 Fe QK 6.78686x 10° ) 14.51976x 10° )
wp‘_(n'c' P’ wz‘_(n'c z ) op = ' Hz o, = ' Hz
7.49939x 10° ) 35.0538x 10° )
2 2f 2 2 37 9
c CgAg|Qp |0z ~op )+ op 21716107 1
Imin*= """ 2 2 2, 2 2 2 2 Imin~ -9
0z Qp(Ag—1)+ 0z -0p -Qp ~(A0 —AO) +op ‘AO-(wZ —A0~mP> 2.626x 1077 )

33nF

Nachstgrosseren Normwert fir C1 wahlen: C ;:[ )
3.3nF

Die Widerstdnde ergeben sich nach [KRUO02-1]:

Berechnung der Widerstande:

N
2 2
R7'(6"2 - Agop ) 35.770083x 10° )
Ry=——————= Ry -

op-Ag 208.483325¢ 10° )

(Hilfsgrosse)

- ( 45.322239) s*A*

2 4 2 2 2 2 2
D:= |:C1 ‘wy —4C-CgAy-op -(wp +Qproy )}
16.120772) o2 it

2
Cro,° —\D 7378363% 10° )
_— Ry = Q
2.C-CgAyQpop’ 25.851907x 10° )
! 89.163864x 10° )
2 3
Cp-CgRyop 208.421018« 10° )
~QpRy 208.7166x 10° )
R = Rs = @
2 2 3
Qp + Ry C-CgQpop —RyClop 840.5311x 10° )
R7Qp R, 28.149% 10° )
Cg'wp'(Rz'R4'C1'QP'wP*R7) 11.5615x 10° )
3
R, =R 10% 10° )
T R, = , @
10x 10° )

In der Rechnung verkorpern die Elemente in der ersten Zeile der Vektoren diejenigen Werte des
Teilfilters mit der hoheren Polgiite (Q,=1.478). Nach géngiger Lehre wird es dem Teilfilter mit der
niedrigeren Polgiite nachgeschaltet. Die Problematik der austeuerungsoptimalen Pol-/
Nullstellenpaarung wurde hier nicht ndher betrachtet (siehe hierzu auch [SCHO1]).
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Eine Simulation mit PSpice bestitigt die Dimensionierung mit vernachléssigbar kleinen
Abweichungen. Fiir eine praktische Implementierung Normwiderstdnden wire es ev. giinstiger das
Teilfilter mit der grosseren Giite mit einer hoheren Anfangsverstiarkung (z.B. 2) zu betreiben und
diesen Fehler vorgéingig oder nachfolgend mit einem Spannungsteiler zu korrigieren.

R2 ‘[ R12
2888k e S8y

woou 7.38k
¢ 33nF R 20842 T LFatt o1 Z3nF RT3 8916k T e,
| !
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= z
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Bild 4: Detailschema der Losung zum
inversen Tschebyscheff-Tiefpass 4. Ordnung
nach Beispiel 2.
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