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Numerische L6sung von Differentialgleichungen

Verstandnisfragen
* Welche Bedingung(en) muss an ein DGL gestellt werden damit sie mit dem Verfahren von Euler
oder Runge-Kutta gelost werden kann?

Antwort:

Die DGL muss erster Ordnung sein.

Die DGL muss explizit nach der Ableitung aufgelost werden konnen.
Die Anfangswerte miissen bekannt sein.

* Konnen auch DGL hoherer Ordnung mit diesen Verfahren gelost werden. Wenn ja, beschreiben Sie
wie das prinzipiell vor sich geht!

Antwort:

Mit den bisher gezeigten Verfahren konnen nur DGL und DGL-Systeme erster Ordnung gelost
werden. Zur Losung DGL hoherer Ordnung wendet man ein Ordnungsreduktionsverfahren an.
Dieses zerlegt systematisch eine DGL n-ter Ordnung in ein System von n DGL erster Ordnung, die
dann mit den gezeigten Verfahren gelost werden konnen.

» Welche grossen Vorteil weist das Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung gegeniiber ein Taylorreihen-
verfahren gleicher Ordnung auf?

Antwort:

Bein Taylorreihenverfahren 4. Ordnung miissen die 2., 3. und 4. Ableitung zur Berechnung
vorliegen. Diese miissen also zuvor aus der DGL bestimmt werden. Je nach DGL konnen die
Ableitungen sehr aufwendig werden sowohl in der Herleitung, wie auch in der Auswertung bei
jedem Rechenschritt. Die Runge-Kutta-Verfahren, z.B. RK4 berechnet mit annéhernd gleicher
Genauigkeit die Losungsfunktion wie ein Taylorreihenverfahren 4. Ordnung, ohne dass jedoch
hohere Ableitungen vorliegen miissen.

* Wie sind die Grossen g, b, ¢, d beim Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung zu interpretieren?
Antwort:

Die Grossen verkorpern numerische Ableitungswerte, die einen Zusammenhang mit der 1., bis 4.
Ableitung haben. Eine nihere Aussage findet man in der Praxisaufgabe d.).
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Praxisaufgaben

Ermitteln Sie die numerische Losung der durch die nachfolgende Schaltung beschriebenen
Differentialgleichung fiir den Strom i(%).

(Zum Zeitpunkt =0 schaltet die Spannung von 0V auf 1V und bleibt konstant.)

C
4700 pF

a.) Bestimmen Sie die Losungsfunktion fiir /=0..20ms mit einer Schrittweite von 2ms nach der
Methode von Euler, indem Sie alle Werte konkret bestimmen und daraus eine Wertetabelle
erstellen!

Losung:
Herleiten der DGL mit einer Masche und anschliessendes Differenzieren. Da U(t) konstant ist,
fallt dieser Term weg.

U(t) =Ri(r) +%_[i(t) dt T=RC

ave) _ Rdi(t) +li(t) v _ 0, da U(t) = konstant
dt da C dt

di(y __ 1 ... 1.

R

Anwenden der Formel von Euler um die Losungsfunktion sukzessiv zu entwickeln:

Y(x,y)=f(xy)
Vo = Voo THE(X,2,Y021)

konkret fiir diese Aufgabe:

Numerische Werte siche EXCEL Diagramm.
b.)  Wie gross ist der relative Fehler fiir i(20ms) fiir dieses Verfahren?

Losung:
Wert: Siehe EXCEL-Diagramm.
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c.) Bestimmen i(t=4ms) nach dem Verfahren Runge-Kutta 4. Ordnung.

Losung:

Losung mit dem Taylorreihenverfahren 4. Ordnung:
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Werte siche EXCEL-BIlatt.

d.) Losen Sie a.) mit dem Taylorreihenverfahren 4. Ordnung und vergleichen Sie die
Ableitungswerte fiir f(x), f’(x,), f’(x,) und f*(x) mit den Grossen a, b, ¢, d..

Antwort:

Uberlegen Sie sich ob folgende Betrachtungen stimmen und argumentieren Sie jeweils

pro/contra:

Fiir RK4 gilt!

a verkorpert den Ableitungswert bei x..
b ¢ verkorpern Néaherungen fiir die Ableitung bei x+h/2
d verkorpert eine Niherung fiir die Ableitung bei x_,=x+h

Fiir unsere vorherige Aufgabe gilt:

=t

i(fy=eT (exakte Lsg.) t,=0,T =RC=4.70007
-1 t -1 _ 0
P(t)y=—-eT P(t)) = ————e47107 =-212.77 =a
© T (t0) 47007
_q1 hth -1 -0.002
i,(ll) = ?e T = W€4'7m0_3 =-139.02 =d
- -0
P()=—L e Pt) =707 = 4526935 ~pah
’ " (47007 h
- -0
()= —teT (1) = ¢4707 = 9631777 ~4b=c
’ " (a7007) h?
- -0
iV)=—reT (1) =We4<7ﬂ10‘3 =2.04931010° =9
47007
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DEHERY|I BB T o (W& = 4 41 2|0 @ B[z - )00 0D OO O L@
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A | B | C | D | E G | H | I J | [ | L | M

1 |Repetition: Verfahren von Euler und Runge-Kutta 4. Ordnung
2
3 C 4TIEDS s 1
4 R 1 Un 1
h 2.00E-03 o a

Tau 4.70E-03

t ilt) Euler a b 3 d ift) Runge Kutta relativer Fehler
1] 1.000E+0 -212.77 -167.50 -177.13 -137.39 1.000E+0 0.00%
0.002) 574.468E-3 -138.06 -109.46 -115.76 -89.79 653.531E-3 12.10%
0004 330.014E-3 -90.87 -71.54 -75.65 -58.65 427 102E-3 22.73%
0.006) 18958263 -69.39 -46.75 -49.44 -38.35 279.124E-3 32.08%
0008 108909E-3 -38.61 -30.55 -32.31 -25.06 182.416E-3 40.30%
0.m B52.565E-3 -25.36 -19.97 -21.12 -16.38 119.218E-3 47.52%
0012 35941E-3 -16.58 -13.05 -13.80 -10.70 77.910E-3 53.687%
0.014 20.647E-3 -10.83 -8.53 902 -7.00 S0.917E-3 59.45%
0.016 11.861E-3 -7.08 -5.87 -5.89 -4.57 33.276E3 B64.35%
0.013 6.814E-3 -4.63 -3.64 -385 -289 21.747E3 BB.67%
0.02 J914E-3 1421263 72.468%
Integrierglied
120
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020 4
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0 0002 0004 0.006 D00 0.01 0012 0.014 006 0.G 0.02
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A | B | C \ D | E \ F \ € [ H \ [ J [ K [ L=

| Repetition Verfahren von Taylor 4. Ordhung

c 4.70E-03 Io 1 iy 0
R 1 U 1 i"a 0
h 2.00E-03 o 1] i"a 1]

Tau 4.70E-03

t h ith1) I (1) 1 ") i ) (6 Taylora
o 1.000000
nonz|  -n4zs532 0181077 0077054 0032789 0653531
0004 -0.2780%8 0.118340 -0.050957 0.021429 0427102 | _|
000 -0 18174 0077339 0032810 0014004 0279174
0008 -0118776 0.050543 -0.021508 0.009152 0.182416
0o -007TEZ4 0033031 -0.014056 0005981 0119215
0.012|  -n.0s07a0 0.021587 -0.009196 0.003909 0.077910
04l -n0E315s 0014108 -0.006003 00012565 0050917
0.018|  -0.021867 0.009220 -0.003923 0.001670 0.033276
nog|  -0014160 0006025 -0.002564 001091 0021747
0.02 -0.009254 0.003938 -0.001676 0.000713 0014212
Integrierglied
24 120
|25 1.00 4
| 26|
27 | 0.80
25
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| 30 -
| 31 0.40 4
32
|33 | 0.20 4
| 34 |
35 0.00 + : + : + : + : ¢
26 o 0002 0004 00068 0008 001 0.012 0014 0016 0.018 0.02
|37 ts]
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